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VORAUSSETZUNGEN

Der Leser soll mitbringen:

Interesse am Programmieren;

Interesse an Zahlentheorie;

Besitz eines Taschenrechners Typ HP38G;

Fähigkeit sich des Rechners zu bedienen.
LEISTUNGEN

Die Programme in dieser Sammlung ermöglichen: 

Primzahltests für Zahlen kleiner als 1e12 in einer vernünftigen Zeit (weniger als 30 Sekunden);

Potenzieren x^y modulo m für m, x, y < 1e12;

Faktorisierung (wahrscheinlich, abhängig von Zahl), von Zahlen kleiner als 1 000 000 000 000 in einer vernünftigen Zeit.

FESTSETZUNGEN

Alle Zahlen sind ganze, außer solche mit Beistrich. z.B. 0,5 bedeutet ein Halb.

Zahlen werden in dreier Gruppen geschrieben. z.B. 56 789 000 000 heißt Sechsundfünfzigtausendsiebenhundertneunundachtzigmillionen.

^ bedeutet Potenzieren, * Multiplizieren. z.B. 3^5=3*3*3*3*3=243.
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POTENZIEREN, FERMATS KLEINER SATZ

Fermat (1601-1665) wusste, dass

b^(p-1)=1 modulo p

wenn p eine Primzahl, b coprim zu p.

Sehr schön! Sehr einfach! Wenn wir aber, z.B. die Zahl 98 765 432 167 prüfen wollen, müssen wir (für den einfachsten Fall setzen wir b=2) 2^98 765 432 167 errechnen, eine auf den ersten Blick unmögliche Aufgabe.

Glücklicherweise kann das Potenzieren durchgehend auf Multiplizieren modulo p zurückgeführt werden, was die Programme MMOD (Multiplizieren MODulo), SMOD (Quadrieren (Englisch Square) MODulo), PMOD (Potenzieren MODulo) durchführen. Das Programm POWMOD (Englisch POWer (Deutsch Potenzieren) MODulo) ermöglicht die einfachere Eingabe der Parameter.

Also gibt man { b, (p-1), p} ein und führt das Programm POWMOD aus. Das Ergebnis ist in der Variable Ans gespeichert.

Beispiel: Wir geben { 2, 98 765 432 166, 98 765 432 167} ein, betätigen das Programm POWMOD durch RUN POWMOD und sehen das Ergebnis 1.

Deutung des Ergebnisses: p=98 765 432 167 ist wahrscheinlich prim. Wahrscheinlich? Ja, da die Umkehrung des kleinen Satzes nicht gilt, d.h. wenn p prim ist gilt

b^(p-1)=1 modulo p

aber von diesem Ergebnis können wir nicht die Primalität annehmen, da es einige Zahlen gibt, sogenannt Pseudoprimzahlen, für die ebenfalls 1 herauskommt.

Beispiele:
{ 2, 66, 67}
Ans=1

67 tatsächlich prim

{ 2, 332, 333}
Ans=256
nicht prim

{ 2, 540, 541}
Ans=1

541 tatsächlich prim

{ 2, 340, 341}
Ans=1

341=31*11

Aber wir können es auch mit einem anderen Wert für b versuchen, z.B. b=3. Und in der Tat, {3,340,341} liefert das Ergebnis 56 - also ist 341 endgültig nicht prim. (Übrigens, für b=2 ist 341 die kleinste Nichtprimzahl die 1 liefert.)

Ist es damit getan? Braucht man nur ein anderes b probieren?

Leider nicht. Es gibt Zahlen, sogenannt Carmichael Zahlen, die für alle zu p coprime b 1 liefern.

Beispiele:
{ 2, 560, 561}

Ans=1

561=3*11*17

{ 5, 560, 561}

Ans=1

{ 541, 560, 561}

Ans=1

Nur wenn man Glück hat und zufällig einen Faktor von p erwischt, z.B. 17, bekommt man Ans=34.

Und deswegen ist dieses Büchlein noch nicht aus. Vorwärts zu Kapitel 2.

STARKE PRIMZAHLEN, MILLER-RABIN TEST

In den Siebzigern, mehr als dreihundert Jahre nach Fermat, dank dem Einsatz von Computern und der Konstruktion von Codes, die grundsätzlich durch Faktorisieren entschlüsselt werden können, wurde dem Auffinden von Primzahlen mehr Aufmerksamkeit gewidmet als je zuvor.

Miller schuf einen Primalitätstest, basierend auf Fermats kleinem Satz. Der Test lautet, für p ungerade

1<a<p, p-1=d*2^s, d ungerade, wenn a^(p-1)<>1 modulo p oder es gibt ein r, 0<=r<s so dass 1<ggt(a^(d*2^r),p)<p

dann ist p nicht prim. Und das sicher.

Umgekehrt, wenn die Bedingungen nicht erfüllt werden, ist die Zahl nur mit hoher Wahrscheinlichkeit prim.

Das Programm SPSP (Starke PSeudoPrimzahl) erlaubt die einfache Eingabe der Parameter für das Programm SPSF, das die eigentliche Rechenarbeit erledigt.

Also gibt man { p, a} ein und führt das Programm SPSP aus. Das Ergebnis ist in der Variable Ans gespeichert.

Beispiel: Wir geben { 98 765 432 167, 7} ein, betätigen das Programm SPSP durch RUN SPSP und sehen das Ergebnis 1.

Deutung des Ergebnisses: p=98 765 432 167 ist wahrscheinlich prim.

Nur wieder wahrscheinlich? Ja, da es die starken Pseudoprimzahlen gibt. Die kleinste, die ein täuschendes Ergebnis gibt für a=2, ist 2 047. Aber für 

{ 2 047, 3}
Ans=0

also ist 2 047 nicht prim. Und die kleinste Zahl, die für a=2,3 täuscht, ist 1 373 653. Und die kleinste für a=2,3,5 ist 25 326 001. Und von solchen gibt es nur dreizehn Zahlen kleiner als 25*10^9. (Siehe Anhang C.) Der Test SPSP ist also höchst zuverlässig, und durch Wiederholung mit verschiedenen a endgültig, z.B. für p<25*10^9 braucht man vier Tests, mit a=2,3,5,7 um GANZ SICHER zu gehen.

Das Programm RABIN testet eine Zahl p für eine zufällige Zahl a, 2<=a<p-1.

Beispiel: Wir geben 1 373 653 ein, betätigen das Programm RABIN durch RUN RABIN und sehen das Ergebnis 0 (oder 1).

Deutung des Ergebnisses: Da unser p eine starke Pseudoprimzahl ist, sind beide Antworten möglich. Kommt 0 heraus, ist die Zahl nicht prim. Kommt 1, wiederholen wir den Test.

Es ist interessant zu untersuchen, durch mehrmalige Wiederholung, wie häufig ein falsches Urteil kommt.

Jetzt wird es ernst. Im nächsten Kapitel ein guter Primzahltest. 

ELIMINIERUNG DER KLEINEN FAKTOREN

Sehr schön, diese Sätze von Fermat und Miller, aber warum versuchen wir es nicht mit einfacher Division? Jeder weiß, wenn unsere Zahl nicht ohne Rest teilbar ist durch eine kleinere Zahl, ist die Zahl prim. Sind diese Sätze überhaupt notwendig?

Ja. Das Programm SFAC versucht eine Zahl n zu dividieren durch Zahlen kleiner als Quadratwurzel von n, bis zu der Grenze 541. Für n=98 765 432 167 braucht das Programm 7,2 Sekunden um das Ergebnis 2 zu liefern. Das Programm gibt drei Ergebnisse:

0, n ist nichtprim;

1, n ist prim;

2, unentschieden.

Also wissen wir nur dass n keinen Faktor kleiner als 541 hat.

Beispiel: Wir geben 57 887 ein, betätigen das Programm SFAC durch RUN SFAC und sehen das Ergebnis 0.

Wollten wir mit diesem Programm ganz sicher gehen, müssten wir bis Quadratwurzel aus    98 765 432 167 dividieren versuchen, d.h. bis 314 269. Nun

314 269 / 541=580

ungefähr. Es würde circa 580*7,2=4 176 Sekunden, oder 69,6 Minuten dauern. Das Ergebnis aber wäre ganz sicher.

Das Programm RABIN braucht 22 Sekunden.

Oder die Zahl 499 999 999 979? SFAC braucht wieder 7 Sekunden, also bis zur Quadratwurzel aus 499 999 999 979=707 106, würde es 707 106*7 / 541=9 149 Sekunden, oder 152 Minuten dauern.

Das Programm RABIN braucht 22 Sekunden.

Nach diesem Einschub haben wir alles Werkzeug beisammen, dass für einen guten Primzahltest nötig ist. Er kommt im nächsten Kapitel.

ENDGÜLTIGE PRIMZAHLTEST

Das Programm PRIM ist eine Aneinanderreihung der Programme SFAC und RABIN. Für Zahlen weniger als 547^2=29 909 liefert es sichere Ergebnisse. Für größere Zahlen ist das Ergebnis fast sicher.

Was heißt fast sicher?

Das Verhältnis der starken Pseudoprimzahlen (für a=2) zu Primzahlen kleiner als 10^20 ist circa 0,014, d.h. 1,4%. Man kann beweisen, dass Millers Test schlimmstenfalls für ein Viertel der a (1<a<p-2) ein falsches Ergebnis liefert. Daraus ergibt sich eine Wahrscheinlichkeit von 1,4%/4=0,35%, dass das Ergebnis falsch ist.

Wenn man sicherer sein will, kann man Millers Test wiederholen. Für jeden weiteren Test wird die Wahrscheinlichkeit einer falschen Antwort um einen Faktor von 4 kleiner.

Beispiel: Wir geben  98 765 432 169 ein, betätigen das Programm PRIM durch RUN PRIM und sehen das Ergebnis 0.

Deutung des Ergebnisses: 98 765 432 169 ist nicht prim.

Jetzt ist die harte Arbeit erledigt. Im nächsten Kapitel können wir etwas Spaß haben. 

ERZEUGUNG INTERESSANTER ZAHLEN

NXPRM: findet die nächst höhere Primzahl. z.B. Für die Eingabe 98 765 432 167

ist die Antwort 98 765 432 177.

PRPRM: findet die nächst kleinere Primzahl. z.B. Für die Eingabe 98 765 432 167 ist die Antwort  98 765 432 137.

PFOR: erzeugt eine zufällige Primzahl mit höchstens der Anzahl der Dezimalstellen der Eingabe. z.B. Für die Eingabe 5 bekam ich 37 049. Da das Programm Zufallselemente verwendet, werden Sie eine andere Antwort bekommen.

COMPNR: erzeugt eine Zahl mit zwei Faktoren, von denen jeder die selbe Anzahl der Dezimalstellen hat wie die Eingabe (höchstens sechs). z.B. Für die Eingabe 9 bekam ich 95 020 296 797. Die zwei Faktoren kommen vom Programm PFOR.

RANPRM: erzeugt eine zufällige Primzahl p, 2<p<500 000 000 000.z.B. Ich bekomme      450 688 878 361.

EFFIZIENTER FAKTORISIERUNGSALGORITHMUS

Wir sahen im dritten Kapitel, dass es unpraktisch ist, eine größere Zahl durch wiederholte Division auf Primalität zu untersuchen. Dasselbe gilt für die Suche nach Faktoren.

Den ersten Fortschritt seit den Griechen erzielte Fermat. Er stellte fest, dass, wenn eine Zahl als den Unterschied zwischen zwei Quadratzahlen, dann hat man die Faktoren, d.h.

x^2-y^2=(x+y)*(x-y).

Selbstverständlich war diese Faktorisierung schon bekannt, allein Fermat hat daraus einen Zusammenhang mit den ganzen Zahlen gefunden und einen guten Algorithmus geschrieben.

Dreihundert Jahre nach Fermat sind wir weiter gekommen. Shanks Quadratic FOrm Faktorisation (quadratische Form Faktorisierungsmethode)  ist nicht der derzeit beste Algorithmus, SQFO hat aber den für uns ausschlaggebenden Vorteil, dass sie intern nur mit kleinen Zahlen rechnet und dass sie ziemlich einfach ist. Sie ist leider nicht kleinen Faktoren gegenüber empfindlich. Hier kommt das Programm SFAC (Kapitel 3) zur Hilfe. SFAC findet die kleinen Faktoren bis 541. Findet SFAC keinen Faktor, startet SQFO. Das eigentliche Faktorisierungsprogramm heißt FACT.

Beispiel: Eingabe 11 111 111 111. RUN FACT. Zuerst erlischt der Bildschirm, also wurden keine kleinen Faktoren gefunden. Dann erscheint ein Bild ungefähr so:

11111111111

Unsere Zahl, z

1


Der Multiplikator, m

11111111111

Produkt m*z

449


Zähler

2


Länge der Schlange

{ 245, 763}

Schlange

Der Zähler zählt die Anzahl der Schritte (Iterationen) der Programmschleife.

Die Schlange ist eine Liste der verworfenen Zahlen, die der Faktorisierung nicht dienen.

Wenn der Zähler 1 955 erreicht, wird die Schlange durch den Zähler ersetzt. Der Zähler zählt zurück, bis der Faktor gefunden wird.

Ans=21 649 

Die Eingabe für SQFO ist eine Liste mit zwei Elementen, der zu faktorisierenden Zahl und dem Multiplikator. Normalerweise findet SQFO Faktoren wenn sie ungefähr die selbe Größe haben. Wenn man weiß, dass ein Faktor circa zweimal größer als der andere ist, kann man die Zahl mit 2 multiplizieren um die Aufgabe schneller zu erledigen. z.B. für die Eingabe { 11 111 111 111, 2} braucht SQFO 15 Iterationen um 21 649 zu finden.  

Außerdem kann es notwendig sein, dem Multiplikator einen anderen Wert als eins zuzuweisen. Sollte die Schlange zu lang werden, oder es wird klar, dass die Elemente der Schlange periodisch werden, muss man die Ausführung abbrechen und ein anderes m probieren.

ANHANG

A. LISTING DER PROGRAMMCODES

MMOD

X MOD 1000000►I:

X-Ans►X:

H MOD 1000000►J:

H-Ans:

((X*Ans MOD M+((X*J MOD M+I*Ans MOD -M)

MOD -M))MOD -M+I*J )MOD M►X:

SMOD

Ans►F:

F MOD 1000000►I:

F-Ans:

(((((Ans2 MOD -M+Ans*I MOD M)

MOD -M)+Ans*I MOD M)MOD -M)+I2)MOD M:

PMOD

1►X:

WHILE N

REPEAT

IF 

N MOD 2

THEN

A►H:

RUN MMOD:

END:

A:

RUN SMOD:

Ans►A:

INT(N/2)►N:

END: 

X:
POWMOD

Ans►  L0:

L0(1)►  A:

L0(2)►  N:

L0(3)►  M:

RUN PMOD: 

SPSF

M-1►  N:

0►  P:

DO

P+1►  P:

N/2►  N:

UNTIL N MOD 2

END:

RUN PMOD:

IF X==1 OR X==M-1

THEN

1►  X:

ELSE

X►  F:

FOR R=2 TO P

STEP 1;

RUN SMOD:

Ans►  F:

IF F==M-1

THEN

1►  X:

BREAK:

END:

IF F==1

THEN

0►  X:

BREAK:

END:

END:

END:

X==1:

SPSP

Ans►  L1:

L1(1)►  M:

L1(2)►  A:

RUN SPSF: 

RABIN

Ans►  M:

MAX(MIN(INT(RANDOM*M),M-2),2)►  A:

RUN SPSF:  

SFAC

Ans►  N:

1►  K:

IF N MOD 2

THEN

FOR I=3 TO MIN(√N,541)

STEP 2;

IF NOT N MOD I

THEN

I►  N:

0►  K:

BREAK:

END:

END:

IFTE(K,IFTE(N<5472,1,2),0):

ELSE

IF N==2

THEN

1:

ELSE

2►  N:

0:

END:

END:

PRIM

RUN SFAC:

IF Ans==2

THEN

N:

RUN RABIN:

END: 

NXPRM

Ans-(NOT Ans MOD 2)►  M:

DO

M+2►  M:

RUN PRIM:

UNTIL

Ans

END:

M: 

PRPRM

Ans+(NOT Ans MOD 2)►  M:

DO

M-2►  M:

RUN PRIM:

UNTIL

Ans

END:

M:

PFOR

MAX(1,INT(RANDOM*10^MIN(Ans,11.6989700043))):

RUN NXPRM:

COMPNR

{MIN(Ans,6)}►  L0:

L0(1):

RUN PFOR:

CONCAT({Ans},L0)►  L0:

L0(2):

RUN PFOR:

Ans*L0(1): 

RANPRM

11.6989700043:

RUN PFOR: 

SQFO

Ans►  L0:

ERASE:

L0(2)►  M:

DISP 1;L0(1)"

"M:

M*L0(1)►  A:

DISP 3;A:

INT(√A)►  P:

A-P2►  Q:

P►  S:

SYSEVAL 532358:

*********
Systembefehl löscht Liste L0. 

IF Q

THEN

IF Q==1

THEN

{2*A,1}:

RUN SQFO:

ELSE

1►  C:

INT(√(8*S))►  L:

DO

S-((S+P)MOD Q)►  P:

(A-P2)/Q►  Q:

INT(√Q)►  R:

IF C MOD 2

THEN

DISP 4;C:

IF Q==R2
THEN 

IF NOT POS(L0,R)

THEN

BREAK:

END:

END:

END:

IF Q\<=L

THEN CONCAT({Q/(1+NOT(Q MOD 2))},L0)►  L0:

DISP 5;SIZE(L0)"

"L0:

END:

C+1►  C:

UNTIL

0

END:

P+(R*INT((S-P)/R))►  Q:

DO

C-2►  C:

DISP 7;C:

Q►  P:

(A-P2)/R►  R:

S-((S+P)MOD R)►  Q:

UNTIL P==Q

END:

R/(1+NOT(R MOD 2)):

END:

ELSE

P:

END:

IF NOT(Ans MOD M)

THEN

Ans/M:

END:

BEEP 1024;.1: 

FACT

RUN SFAC:

IF Ans==2

THEN

{N,1}:

RUN SQFO:

ELSE

N:

END: 

B. STATISTIKEN ÜBER PSEUDOPRIMZAHLEN

Kleinste Pseudoprimzahlen für gewisse Basen:

	 BASEN 
	 KLEINSTE PSEUDOPRIMZAHL 

	2
	341
	

	3
	  91
	

	5
	217
	

	7
	  25
	

	2,3
	                    1 105
	

	2,5
	561
	

	2,7
	561
	

	3,5
	                    1 541
	

	3,7
	703
	

	5,7
	561
	

	2,3,5
	                    1 729
	

	2,3,7
	                    1 105
	

	2,5,7
	561
	

	3,5,7
	                  29 341
	

	2,3,5,7
	                  29 341
	


Anzahl der Pseudoprimzahlen: Unendlich.

Verhältnis der Pseudoprimzahlen zu Primzahlen bis 10^20: 0,0143. d.h. circa 1,4%.

Kleinste Carmichael Zahlen:

	561
	8 911
	52 633
	126 217

	1 105
	10 585
	62 745
	162 401

	1 729
	15 841
	63 973
	172 081

	2 465
	29 341
	75 361
	188 461

	2 821
	41 041
	101 101
	252 601

	6 601
	46 657
	115 921
	Und so fort...


Anzahl der Carmichael Zahlen: Unendlich.

Formel für Carmichael Zahlen: Für x ein Integer

c=(6*x+1)*(12*x+1)*(18*x+1)

ist c eine Carmichael Zahl wenn alle drei Faktoren Primzahlen sind.

C. STASTIKEN ÜBER STARKE PSEUDOPRIMZAHLEN

Kleinste starke Pseudoprimzahlen für gewisse Basen:

	BASEN
	KLEINSTE STARKE PSEUDOPRIMZAHL

	2
	2 047
	

	3
	                      1 373 653
	

	5
	                    25 326 001
	

	7
	               3 215 031 751
	

	11
	        2 152 302 898 747
	

	13
	        3 474 749 660 383
	

	17
	    341 550 071 728 321
	

	19
	    341 550 071 728 321
	

	2,3
	                      1 373 653
	

	2,3,5
	                    25 326 001
	


Es gibt genau dreizehn starke Pseudoprimzahlen unter 25*10^9 für die Basen 2, 3, 5, die NICHT prim sind:

	ZAHL
	BASE
	FAKTOREN


	
	7
	11
	13
	

	25 326 001
	-
	-
	-
	

	161 304 001
	-
	Spsp
	-
	

	960 946 321
	-
	-
	-
	

	1 157 839 381
	-
	-
	-
	

	3 215 031 751
	Spsp
	Psp
	Psp
	

	3 697 278 427
	-
	-
	-
	

	5 764 643 587
	-
	-
	Spsp
	

	6 770 862 367
	-
	-
	-
	

	14 386 156 093
	Psp
	Psp
	Psp
	

	15 579 919 981
	Psp
	Spsp
	-
	

	18 459 366 157
	-
	-
	-
	

	19 887 974 881
	Psp
	-
	-
	

	21 276 028 621
	-
	Psp
	Psp
	


Anzahl der starken Pseudoprimzahlen: Unendlich.

Maximum Anzahl der Basen, für die die Zahl n eine starke Pseudoprimzahl ist, beträgt (n-1)/4. 

� Das Programm FACT findet alle Faktoren, also ist diese Spalte eine Aufgabe für den Leser.










