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Ha sido un largo período de tiempo desde que publiqué mi primer programa para la serie HP-48 

(RKPro). El programa que presento a continuación permite resolver (numéricamente) un problema 

de valor inicial de hasta cinco ecuaciones diferenciales ordinarias (acopladas o no) empleando los 

métodos de Runge-Kutta de 1er orden (Euler), 2do orden (Heun, Punto Medio y Ralston), 3er y 4to 

orden. El problema de valor inicial a resolver (denominado sistema) se ajusta al siguiente esquema 

general 

 
𝑑𝑦1

𝑑𝑡
= 𝑓1(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑦5),         𝑦1(𝑥0) = 𝑦10 

𝑑𝑦2

𝑑𝑡
= 𝑓2(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑦5),         𝑦2(𝑥0) = 𝑦20 

 
𝑑𝑦3

𝑑𝑡
= 𝑓3(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑦5),         𝑦3(𝑥0) = 𝑦30 

𝑑𝑦4

𝑑𝑡
= 𝑓4(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑦5),         𝑦4(𝑥0) = 𝑦40 

 
𝑑𝑦5

𝑑𝑡
= 𝑓5(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑦5),         𝑦5(𝑥0) = 𝑦50 

 

Los pasos para la instalación, así como para el uso del programa, se muestran a continuación. 

1. Instalación. 

 

Basta con arrastrar el archivo RKPrime.hpprgm hacia la calculadora en la que se desea instalar y 

cuyo ícono se encuentra en la parte superior izquierda de la ventana del programa HP 

Connectivity Kit.  El programa queda automáticamente instalado y puede accesarse a el 

mediante la combinación dada por: 

 

 

2. Inicio del programa. 

Una vez en el menú de programas, se resalta el programa denominado RKPrime y se ejecuta con 

el comando (softkey)              ; de este modo, se despliega la información mostrada en la figura 1. 

 

 

 



Figura 1. Codificación de las variables 

 

 

 

 

 

 

 

 

El mensaje indica que la variable independiente debe denominarse con la variable 𝑥 mientras 

que las variables independientes deben nombrarse con las variables 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦5 de acuerdo a 

la dimensión del problema a resolver.  A manera de ejemplo, si se desea resolver el sistema dado 

por: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑥 + 3𝑦 − 7 + 𝑡,       𝑥(0) = 1 

     
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑥 − 2𝑦 + 5 − 𝑡,     𝑦(0) = 0      

Este sistema debe reescribirse como se indica a continuación: 

       
𝑑𝑦1

𝑑𝑡
= 2𝑦1 + 3𝑦2 − 7 + 𝑥,         𝑦1(0) = 1 

                    
𝑑𝑦2

𝑑𝑡
= −𝑦1 − 2𝑦2 + 5 − 𝑥,        𝑦2(0) = 0      

3. Ejecución del programa. 

 

Al aceptar dicho mensaje mediante el comando (softkey)               se despliega el menú de opciones 

mostrado en la figura 2 

 

Cada opción que se muestra indica el orden del método a emplear, esto es: Dado el siguiente 

problema de valor inicial 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑦(𝑥0) = 𝑦0,       𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑁 

 

Se divide [𝑥0, 𝑥𝑁] en 𝑁 subintervalos de tamaño uniforme ℎ =
𝑥𝑁−𝑥0

𝑁
 . A partir del valor inicial 

𝑦0, los sucesivos valores 𝑦𝑖+1 (para 𝑖 = 0,1, 2, ⋯ , 𝑁 − 1), dependen del método empleado y las 

fórmulas predictoras se enuncian a continuación: 

 



 

Figura  2. Métodos de Runge-Kutta 

 

 Orden 1 (Euler) 

Fórmula predictora: 𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ ∙ 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 

 

 Orden 2   

Fórmula predictora: 𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + (𝑎1𝑘1 + 𝑎2𝑘2) 

    𝑘1 = ℎ ∙  𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 

    𝑘2 = ℎ ∙  𝑓(𝑥𝑖 + 𝑝1 ∙ ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑞1 ∙ ℎ) 

 

Así, para los diversos métodos de segundo orden expuestos en el programa, se tiene 

Heun:   𝑎1 =
1

2
      𝑎2 =

1

2
       𝑝1 = 1      𝑞1 = 1 

Punto Medio: 𝑎1 = 0      𝑎2 = 1       𝑝1 =
1

2
      𝑞1 =

1

2
 

Ralston: 𝑎1 =
1

3
      𝑎2 =

2

3
       𝑝1 =

3

4
      𝑞1 =

3

4
 

 

 Orden 3 

Fórmula predictora: 𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
1

6
∙ (𝑘1 + 4𝑘2 + 𝑘3) 

    𝑘1 = ℎ ∙  𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 

    𝑘2 = ℎ ∙  𝑓 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
, 𝑦𝑖 +

1

2
𝑘1) 

    𝑘3 = ℎ ∙  𝑓(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 − 𝑘1 + 2𝑘2) 

     

 Orden 4 

Fórmula predictora: 𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
1

6
∙ (𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 

   𝑘1 = ℎ ∙  𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 

   𝑘2 = ℎ ∙  𝑓 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
, 𝑦𝑖 +

1

2
𝑘1) 

   𝑘3 = ℎ ∙  𝑓 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
, 𝑦𝑖 +

1

2
𝑘2) 

   𝑘4 = ℎ ∙  𝑓(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑘3) 

 



Una vez seleccionado el método, se despliega un menú que permite al usuario escoger el número 

de ecuaciones diferenciales ordinarias, determinado por la cantidad de variables dependientes 

(V.D.), que conforman el sistema 

 

 

Figura 3. Dimensión del sistema a resolver 

Suponga, a manera de ejemplo, que se plantea el sistema 

  
𝑑𝑦1

𝑑𝑡
= 2𝑦1 + 3𝑦2 − 7 + 𝑥,         𝑦1(0) = 1 

            
𝑑𝑦2

𝑑𝑡
= −𝑦1 − 2𝑦2 + 5 − 𝑥,        𝑦2(0) = 0     

empleando el método de Runge-Kutta de 4to orden.  Para ello, se selecciona el orden a emplear así 

como la cantidad de variables dependientes (dos en este caso).  A continuación, se despliega un 

formulario, tal y como lo muestra la figura 4, en el que debe introducirse toda la información de 

entrada del problema  

 

Figura 4. Menú de ingreso de datos 



Es evidente entonces que 𝑓1 = 2𝑦1 + 3𝑦2 − 7 + 𝑥 y 𝑓2 = −𝑦1 − 2𝑦2 + 5 − 𝑥. Si se desean calcular 

los valores 𝑦1(1) y 𝑦2(1) empleando 𝑁 = 10 subintervalos, es necesario un tamaño de paso ℎ =
1−0

10
= 0.1. Una vez introducidas las expresiones para 𝑓1 y 𝑓2 así como las condiciones iniciales 

estipuladas, debe tenerse una pantalla idéntica a la mostrada en la figura 5 

 

 

Figura 5. Datos de entrada al programa 

Presionando              se muestra un cuadro de texto en donde se especifica el número de iteraciones, 

una por cada subintervalo y donde el valor por defecto es 10; sin embargo, este valor es suscpetible 

de ser modificado. 

  

Figura 6. Número de iteraciones. 

Presionando            , se muestran los valores de la variable independiente 𝑥𝑛 así como los de las 

variables dependientes 𝑦1𝑛 e 𝑦2𝑛 para 𝑛 = 0, 1, 2, ⋯ , 𝑁 (figura 7) 

 

 



 

Figura 7. Resultados finales 

Como ejemplo práctico de aplicación, se usará el programa para encontrar los perfiles de conversión 

y temperatura en un reactor PFR adiabático.  El problema es tomado del libro de Fogler y se enuncia 

a continuación. 

 

Figura 8.  Ejemplo de aplicación 

 

 

Los casos a considerar son: operación adiabática, operación con intercambio de calor con un fluido 

isotérmico y operación con intercambio de calor con un fluido no isotérmico.  Se escoge, para 

efectos de este documento, el primero de aquellos pues cuenta con solución y permite contrastar 

los resultados obtenidos con el programa RKPrime.  La temperatura de entrada de la alimentación 



es 1035 K y la operación del reactor se asume isobárica a 162 kPa.  Los balances molares y 

energéticos son los mostrados en las figuras 9 y 10 

 

Figura 9. Balances molares 

 

 

Figura 10. Balance energético 

 

 

 



Los parámetros de los balances molares y energéticos están dados en la figura 11 

 

 

Figura 11. Propiedades físicas y parámetros del modelo 

La sustitución de los valores numéricos en las ecuaciones diferenciales que gobiernan el tanto la 

conversión como la temperatura en el reactor genera las siguientes expresiones 

𝑑𝑋

𝑑𝑉
= (1.757 ∙ 𝑒34222∙(

1
1035

−
1
𝑇

)) ∙ (
1 − 𝑋

1 + 𝑋
) ∙ (

1035

𝑇
) 

𝑑𝑇

𝑑𝑉
= (1.757 ∙ 𝑒34222∙(

1
1035

−
1
𝑇

)) ∙ (
1 − 𝑋

1 + 𝑋
) ∙ (

1035

𝑇
) ∙ (

9𝑇 − 83452

163 − 9𝑥
) 

 

Sujetas a las condiciones 𝑋(0) = 0 y 𝑇(0) = 1035.  Este problema será resuelto empleando el 

método de Runge-Kutta 4to orden.  Dado que el parámetro 𝑉 está dado en 𝑑𝑚3, se empleará un 

tamaño de paso ℎ = 0.02, correspondiente a 200 subintervalos. 



 

Una vez codificadas las variables (𝑉 → 𝑥, 𝑋 → 𝑦1, 𝑇 → 𝑦2), se escriben las ecuaciones diferenciales 

en la plantilla correspondiente junto con sus condiciones iniciales para así obtener una pantalla 

idéntica a la mostrada en la figura 12 

 

Figura 12.  Montaje del modelo 

 

 

Figura 13.  Resultados del programa 

 

Con el fin de visualizar de manera gráfica los resultados, así como para establecer una comparación 

con los resultados mostrados en el libro de texto, pueden copiarse estos valores y llevarse a la 

aplicación de estadística en dos variables la cual permite representarlos apropiadamente (previo 

escalamiento) en una sola gráfica. 



 

Figura 14.  Comparación resultados RKPrime (izquierda) y libro de texto (derecha) 
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