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Figura 1. Argumentos para las  funciones  Rk 

RUNGE-KUTTA v1. 1 

El archivo rungekutta.hpprgm contiene cuatro funciones CAS para la calculadora graficadora HP 

Prime: RK1(), RK2(), RK3() y RK4(). Estas cuatro funciones resuelven ecuaciones diferenciales 

ordinarias; RK1 utiliza el método de Euler, RK2 utiliza el método de Heun (o método Euler 

modificado), RK3 y RK4 utilizan los métodos de Runge-Kutta Método de tercer y cuarto orden, 

respectivamente. Estas funciones CAS también se pueden utilizar para aproximar las soluciones de 

ecuaciones diferenciales de orden superior o sistemas de ecuaciones diferenciales. 

El método numérico para resolver una ecuación diferencial ordinaria es: 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + 𝜙 × ℎ 

Dónde: 

𝜙 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)                                                    ; 𝑓𝑜𝑟 𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟

′𝑠 𝑀𝑒𝑡ℎ𝑜𝑑

𝑑𝑦
𝑑𝑥
(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) +

𝑑𝑦
𝑑𝑥
(𝑥𝑖+1, 𝑦𝑖+1

0)

2
                  ; 𝑓𝑜𝑟 𝐻𝑒𝑢𝑛′𝑠 𝑀𝑒𝑡ℎ𝑜𝑑

1

6
∗ (𝑘1 + 2 × 𝑘2 + 2 × 𝑘3 + 𝑘4)                  ; 𝑓𝑜𝑟 𝑅𝐾3 𝑀𝑒𝑡ℎ𝑜𝑑

1

6
∗ (𝑘1 + 2 × 𝑘2 + 2 × 𝑘3 + 𝑘4)                  ; 𝑓𝑜𝑟 𝑅𝐾4 𝑀𝑒𝑡ℎ𝑜𝑑

 

Para obtener más información acerca de los métodos Ruge-Kutta, consulte Numerical methods for 

engineers (Chapra & Canale,2015). 

Argumentos de las funciones: 

Estas funciones  requieren tres argumentos: 

1. Matriz de tres filas:  

➢ Primera fila: debe contener todas las 

variables, incluida la variable 

independiente como primer elemento de 

esta fila. 

➢ Segunda fila: debe contener las derivadas 

de todas las variables de la primera fila. 

➢ Tercera fila: debe contener las condiciones 

iniciales de las variables de la primera fila. 

2. Punto final para la variable independiente 

3. Número de iteraciones 
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Estas funciones solo se pueden ejecutar en la vista CAS. Pulse  para acceder a la vista CAS. 

Las funciones RK fueron probadas y funcionan bien utilizando una calculadora graficadora HP 

Prime con las siguientes características: 

Versión de software: 2.1.14425 (2020 01 16) 

Versión CAS: 1.5.0 

Si la versión de software y la versión CAS de su calculadora son diferentes, le recomiendo que 

actualice su calculadora. No garantizo el correcto funcionamiento de las funciones RK en una 

calculadora con diferentes versiones de software o versiones CAS. 

Además, le recomiendo que compruebe la configuración CAS de su calculadora. La configuración 

CAS de mi calculadora son los que se muestran en la figura 2 y la figura 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Figura 2. Configuración de CAS (Página 1)  Figura 3. Configuración de CAS (Página 2)
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Ejemplo 1: 

Utilice el método de Euler para aproximar la solución para el siguiente problema de valor inicial: 

𝑦′ = 1 +
𝑦

𝑡
+ (

𝑦

𝑡
)
2

 

Para  1 ≤ 𝑡 ≤ 3, con  𝑦(1) = 0. Usar h = 0.2. 

 

Solución con la HP Prime: 

Identifique los parámetros necesarios para ejecutar el programa: 

• Variables: {
𝑡
𝑦 

• Derivadas: {
𝑡′ = 1

𝑦′ = 1 +
𝑦

𝑡
+ (

𝑦

𝑡
)
2 

• Condición inicial: {
𝑡0 = 1
𝑦0 = 0

 

• Punto final: 𝑡𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 = 3 

• Iteraciones: 
𝑡𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 − 𝑡0

ℎ
=

3−1

0.2
= 10 

Ya que tenemos que usar el método de Euler, ejecutaremos RK1: 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4. Argumentos para RK1 (ejemplo 1) Figura 5. Iteraciones usando RK1, ejemplo 1 
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Ejemplo 2 (Sistemas de Ecuaciones Diferenciales): 

Utilice el método Euler modificado para aproximar la solución del siguiente sistema de ecuaciones 

diferenciales de primer orden. 

𝑢1
′ = 𝑢1 − 𝑢2 + 2 

𝑢2′ = −𝑢1 + 𝑢2 + 4 × 𝑡 

Para  0 ≤ 𝑡 ≤ 1, con  𝑢1(0) = −1   y  𝑢2(0) = 0. Usar h = 0.1   

 

Solución: 

Identifique los parámetros necesarios para ejecutar el programa: 

• Variables: {

𝑡
𝑢1
𝑢2

 

• Derivadas: {
𝑡′ = 1

𝑢1
′ = 𝑢1 − 𝑢2 + 2

𝑢2
′ = −𝑢1 + 𝑢2 + 4 × 𝑡

 

• Condición inicial: {

𝑡0 = 0
(𝑢1)0 = −1
(𝑢2)0 = 0

 

• Punto final: 𝑡𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 = 1 

• Iteraciones: 
𝑡𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙−𝑡0

ℎ
=

1−0

0.1
= 10 

Puesto que tenemos que usar el método modificado de Euler (método de Heun), ejecutaremos RK2: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6. Argumentos para RK2 (ejemplo 2) Figura 7. Iteraciones usando RK2, ejemplo 2 
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Ejemplo 3 (Ecuaciones de orden superior): 

Transforme el problema de valor inicial de segundo orden 

𝑦′′ − 2 × 𝑦′ + 2 × 𝑦 = 𝑒2×𝑡 × sin 𝑡 

Para  0 ≤ 𝑡 ≤ 1, con  𝑦(0) = −0.4,   𝑦′(0) = −0.6 

En un sistema de problemas de valor inicial de primer orden y utilice el método Runge-Kutta de 

cuarto orden  con h=0.1 para aproximar la solución. 

 

Solución: 

Hacer  𝑧 = 𝑦′(𝑡). Esto transforma la ecuación de segundo orden en el sistema:  

{
𝑦′ = 𝑧

𝑧′ = 𝑒2×𝑡 × sin 𝑡 − 2 × 𝑦 + 2 × 𝑧
 

Con las condiciones iniciales: {
𝑦(0) = −0.4

𝑧(0) = −0.6
 

 

Ahora, identificamos los parámetros necesarios para ejecutar el programa: 

• Variables: {
𝑡
𝑦
𝑧

 

• Derivadas: {

𝑡′ = 1
𝑦′ = 𝑧

𝑧′ = 𝑒2×𝑡 × sin 𝑡 − 2 × 𝑦 + 2 × 𝑧
 

• Condición inicial: {

𝑡0 = 0
𝑦0 = −0.4
𝑧0 = −0.6

 

• Punto final: 𝑡𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 = 1 

• Iteraciones: 
𝑡𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙−𝑡0

ℎ
=

1−0

0.1
= 10 
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Puesto que tenemos que usar el método Runge-Kutta de cuarto orden, ejecutaremos RK4: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Autor: Jhonatan Peretz 

Figura 8. Argumentos para RK4 (ejemplo 3) Figura 9. Iteraciones usando RK4, ejemplo 3 


